matematyka.waw.pl

VI. GEOMETRIA PLASKA

PROSTE I POLPROSTE:

Prosta to linia o nieokreslonym poczatku i koncu. Prosta mozemy oznaczy¢ matg litera, albo
za pomocg dwoch duzych oznaczajacych dowolne dwa punkty nalezace do tej prostej
(kolejnos¢ liter nie ma znaczenia).

B

prosta a prosta AB

Pélprosta jest rtowna potowie prostej, na ktorej lezy. Ma A
punkt poczatkowy, ale nie ma okreslonego konca. \f\
Potprosta oznaczamy za pomocg dwoch duzych liter.

Pierwsza z tych liter oznacza poczatek potprostej

YT ) p6tprosta AB
(kolejnos¢ liter ma znaczenie).

P
Odleglos¢ punktu od prostej jest to najmniejsza
odlegto$¢ miedzy punktem P iprostg a. To dtugosé
S . odcinka PS prostopadlego do prostej a.
a
K
Odleglos¢ miedzy prostymi rownoleglymi to
dhugo$¢ najkrotszego odcinka taczacego te proste, b
czyli odcinka prostopadtego (odcinka KL). n
Proste prostopadle a L b Proste rownolegle c|| d
przecinajg si¢ pod katem prostym. nie maja punktoéw wspolnych.
d
g C
/
alb clld
B
Odcinek, to czes$¢ prostej] zawartej pomigdzy ¢
dwoma punktami. Kazdy docinek ma dwa
konce. Odcinek oznaczmy duzymi literami A D

oznaczajacymi jego konce.
odcinek AB odcinek CD
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KATY:

Kat to cze$¢ ptaszczyzny wyznaczona przez dwie
potproste o wspdlnym poczatku.

rarni&

wierzchotfek
ramfe

Katy mozemy oznacza¢ matymi literami alfabetu greckiego, np. « -alfa, f-beta, y -gamma,

o -delta. Katy tez mozemy oznacza¢ za pomocg trzech duzych liter, gdzie sSrodkowa litera
oznacza wierzchotek kata.

C
8 A
< ABC
e P (lub < CBA)

Rodzaje katow: Kat ostry, prosty
1 rozwarty to
katy wypukle

Kat ostry Kat prosty Kat rozwarty
ma mniej niz 90°. ma 90°. ma wiecej niz 90°

i mniej niz 180°.

Kat potpetny Kat wklesty Kat petny

ma 180°. ma wiecej niz 180° ma 360°.
i mniej niz 360°.




x B
@ + B =180°

To sa katy przylegte. Majg one wspolne
ramie i razem tworza kat potpetny.
Suma ich miar wynosi 180°.

«=p

To sa katy odpowiadajace. Utworzone
zostaly przez prosta k przecinajaca pro-

ste rownolegte a i b. Katy te maja jed-
nakowe miary.

Zad.1. Jakie miary majg katy a, g i y?

) 4

o 2

>‘5N \/ 60
50°\/80°

>3]

y=290

To sa katy wierzchotkowe. Ich ramiona
lezg na przecinajacych sie prostych.
Katy te maja jednakowe miary.

y=20

To sa katy naprzemianlegte. Utwo-
rzone zostaty przez prosta | przeci-
najagca proste réwnolegte ¢ i d. Katy te
maja jednakowe miary.

Zad.2. Na rysunkach proste & i / sg réwnolegte. Oblicz miare kata « .

a) / b)

128°
k

V(X

78°




TROJKATY:

euikyolsoldAizid

o trojkat ostrokatny przyprostokatna

ma wszystkie katy

ostre i dwa ostre i dwa ostre

e w trojkacie rownoramiennym

e tréojkat réwnoboczny
katy przy podstawie majg

jest foremny: ma

o

e trojkat prostokatny o trojkat rozwartokatny
ma jeden kat prosty ma jeden kat rozwarty

60°

jednakowe miary, wysokosc¢ rowne boki i réwne
dzieli podstawe i kat przy katy po 60°
wierzchotku na potowy
60"
Suma katow w trojkacie wynosi 180°
o B
x+fB+y=180°

Warunek utworzenia trojkata:

Kazdy bok tréjkata ma dlugos¢ mniejsza od
sumy dlugosci dwoch pozostalych bokow.

b+c>a a+c>b a+b>c

a

Aby stwierdzi¢ czy z danych trzech odcinkéw mozna zbudowac trojkat, wystarczy
sprawdzi¢, czy suma dwoch krotszych odcinkow jest wigksza od najdtuzszego.



Zad.3. Czy boki trojkata moga mie¢ dtugosc:
a) 3cm,4cm,5cm b) 1cm,2cm, 3 cm

Zad.4. Jakie miary majg katy a i f7?

120°

X 100° 33° B

Zad.5. Narysowane tréjkaty to trojkat prostokatny, rownoramienny i rownoboczny. Oblicz

miary katow «, f, 7.
L 38
115° Ny D
; A\




CZWOROKATY:

D C
AC L BD

Kwadrat jest figurg foremng (ma réwne boki i rowne AC = BD
katy). Przekatne kwadratu sg prostopadie, réwnej N AS = SC
dhugosci, przecinajg si¢ w potowie i dzielg katy proste BS — SD
na potowy. A

D C
Prostokat ma boki parami rowne. Wszystkie katy sg AC=BD
rowne. Przekatne sg rownej dlugosci i przecinajg si¢ S AS = SC
w polowie. BS =SD

A B

D C
Rownoleglobok ma przeciwlegte boki parami réwne
i przeciwlegle katy parami réwne. Przekatne AS =SC
przecinaja si¢ w potowie. S BS =SD
A B
D .

Romb ma boki rowne 1 przeciwlegle katy parami AC 1 BD
rowne. Przekatne sg prostopadte, przecinajg si¢ w AS = SC
potowie i dzielg katy rombu na polowy. BS — SD

A B
Trapez to czworokat, ktéry ma co najmniej jedna podstawa

par¢ bokéw rownolegltych. Trapez o réwnych
ramionach to trapez réwnoramienny. Trapez, ktory
ma co najmniej jeden kat prosty, to trapez

prostokatny. podstawa

Suma miar katéw lezacych przy tym samym ramieniu trapezu jest rowna 180°.

Suma miar katow w kazdym czworokacie to 360°.

Pamietaj:

— przekatne przecinajg si¢ w potowie w kazdym rownolegloboku, wiec w: kwadracie,
prostokacie, rombie 1 réwnolegtoboku

przekatne sg prostopadte 1 dzielg katy wewnetrzne na potowy w kwadracie i w rombie

— przekatne sg rownej dlugosci w prostokacie 1 w kwadracie



Zad.6. Narysowane ponizej czworokaty to trapezy. Oblicz miary katow « i .

a) b)
o 135° & B
BEe B 70° 100°

c)

Zad.7. Oblicz miary katow rownolegtobokéw narysowanych ponizej.

a) b)

Zad.8. Narysowane czworokaty to rownolegtobok, romb i prostokat. Oblicz miary katow
a, B, 7.

a) - b) c)

48°
50°

Zad.9. Narysowane czworokaty to trapez i dwa rownolegtoboki. Oblicz miary katéw tych
figur.

a) b) c)
D 4 C H G M a




POLA 1 OBWODY WIELOKATOW:

trojkat
a-h
h 2
a
trojkat r6wnoboczny 2./3
a
P =
a a 4
Ob=3-a
a3
a h=—
2
kwadrat
wadra P=a2
a
d-d
o /4 P== e
_,"‘
i
d=aV2
prostokat
a
rownoleglobok
/o et T
a
romb
P=a-h
' P e f Ob=ta
2
a
trapez
b
a+b)-h
I ng Ob=a+b+c+d
d NG 2




Zad.10. Oblicz pola zacieniowanych tréjkatow.

a) b) C)
. EM 4 3
1 ‘ 3 - 1 3 5

Zad.11. Oblicz dtugosci odcinkéw oznaczonych literami.

a) b)

Zad.12. Oblicz pola narysowanych trojkatow.




Zad.13. Oblicz pola narysowanych réwnolegtobokow.

a b
) / )
6
/ =
A ’
Zad.14. Oblicz pola narysowanych rombow.
a) b)

Zad.15. Oblicz pola narysowanych trapezow.

a) 2 b)
7 g

10




Zad.16. W narysowanych réwnolegtobokach oblicz dtugosci odcinkow oznaczonych
literami.

a) b)

JEDNOSTKI POWIERZCHNI:

Zaleznosci migdzy jednostkami powierzchni wynikaja z zalezno$ci miedzy jednostkami dlugosci:

1 km=1000m wigc 1 km? = (1000 m)? = 1 000 000 m?
Im=100cm wiec 1 m? = (100 cm)? = 10 000 cm?
ldm=10cm wiec 1 dm? = (10 cm)? = 100 cm?

lem=10mm wigc 1 cm? = (10 mm)? = 100 mm?

Powierzchni¢ dziatek, pol, laséw czesto przedstawia si¢ w arach 1 hektarach:

_ 2
lha = 100a = 10 000 m?

Zad.17. Wyraz podane powierzchnie we wskazanej jednostce.

1l
(@)
3!\)

a) 3dm? = ............... c) 5cm? = ...

I
a
3

N
®

N
w
>
o

I

b) 2KM2 = oo,

I

3
N
e
N

Q

3
N

I

3
N
N
N
o
S

3
N

I
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WIELOKATY FOREMNE:

Wielokaty, ktore majg wszystkie boki rowne 1 wszystkie katy rowne, sa foremne, np.:

kat wewnetrzny:

360

180° ——
n

liczba przekatnych:
trojkat czworokat pieciokat szesciokat
foremny foremny foremny foremny n- (n _ 3)
2

Zad.18. Pieciokat foremny jest zbudowany z pieciu jednakowych tréjkatow rownoramiennych.
Oblicz pole i obwdd pieciokata foremnego jesli kazdy z takich trojkgtéw ma podstawe
a =6 iwysokosC h =4 (patrz rysunek). Podaj miare kata wewnetrznego i liczbe
przekatnych pieciokata foremnego.

12



TWIERDZENIE PITAGORASA:

trojki

rye re . , pitagorejskie

Jesli trojkqt jest prostokgtny, to suma kwadratow al bl e

c dlugosci przyprostokgtnych jest rowna kwadratowi 3| 4 | S

2 rzeciwprostokgtnej. 6] 8 [10

P P and 9/12]15

511213

2 @ +b’=c’ 81517
b

Zad.19. Zapisz zwigzek miedzy dtlugosciami bokow ponizszych trojkatow.

a) b) C) .
a
P ¥
l

Zad.20. Oblicz dtugosci odcinkéw oznaczonych literami.
a) b)

17

13



Zad.21. Narysowane czworokaty to prostokat, romb i rownolegtobok. Podaj dtugosci
odcinkdéw oznaczonych literami (skorzystaj z trojek pitagorejskich).

a) b) c) 12

b

Zad.22. Oblicz obwody narysowanych trapezow.
a) 5 b) 6

17

Zad.23. Oblicz dtugosci odcinkéw oznaczonych literami.

14



PRZYSTAWANIE TROJKATOW:

Figury przystajace to takie, ktore majg ten sam ksztatt 1 wielkos¢.

_

<

Gdybysmy wycieli dwie figury przystajace, to moglibySmy przylozy¢ jedna do drugiej tak,
aby doktadnie si¢ pokrywaly. Figury przystajace sg identyczne.

Aby udowodnié, ze dwa trojkaty sa przystajace, nalezy postuzy¢ si¢ cechami przystawania

Jezeli boki jednego trdjkqta majq takie sa-
me dtugosci jak odpowiednie boki drugiego
trojkqta, to trojkqty sq przystajqce.

Te wlasno$¢ nazywamy pierwsza cechg przy-

stawania trojkatow i oznaczamy w skrocie bbb
(bok, bok, bok).

Jezeli dwa boki jednego trojkqta majq takie
same dtugosci jak odpowiednie boki drugie-
go trojkqta i kqty miedzy tymi bokami majq
Jjednakowe miary, to trojkqty sq przystajqce.

T¢ wlasnos¢ nazywamy druga cechg przystawania trgjkatow i ozna-
czamy w skrocie bkb (bok, kat, bok).

trojkatow.
b
b c
a c
a
b
b
a
a
a

a

Jezeli bok jednego trojkqta ma takq samgq
dlugosc¢ jak bok drugiego trojkqta, a kqty
Jjednego trojkqta lezqce przy tym boku majq
takie same miary jak odpowiednie kqty dru-
giego trojkqta, to trojkqty sq przystajqce.

Te wlasnos¢ nazywamy trzecig cechg przystawania trojkatow i oz-
naczamy w skrocie kbk (kat, bok, kat).

15



Zad.24. Ktéry z narysowanych trojkatow jest przystajgcy do trojkagta ABC ?

,/
C p”
.~

\C NN

\ <o \ / N
X \ ~J \ | I N

A "---....________‘_-_ - *\-.\ I j/
D T

Zad.25. Czy narysowane tréjkaty sg przystajgce?
4 4
-~ 56° 4
64 56 7 7

Zad.26. Znajdz na rysunku trojkat przystajgcy do zacieniowanego.

a)

16




KoLA i OKREGI

Okrag o srodku S i promieniu r tworzg wszystkie punkty, ktorych
odlegtos$¢ od punktu S jest rowna r.

Kolo o srodku S i1 promieniu r tworzg wszystkie punkty, ktérych
odlegtos$¢ od punktu S jest réwna r lub jest mniejsza od r.

Okrag to brzeg kota. Okrag to linia, ktorg rysuje nam cyrkiel. Koto to okrag i jego wnetrze.

Promien, to odcinek taczacy s$rodek okrggu, kota z dowolnym
punktem polozonym na jego brzegu.

Cieciwa to odcinek taczacy dowolne dwa punkty okregu.

Srednica to najdtuzsza cieciwa w okregu (przechodzaca przez
srodek).

Dhugos$¢ promienia jest rowna potowie dlugosci $rednicy. Dlugos¢ srednicy jest rowna
podwojonej dlugo$ci promienia.

POLE KOELA i DEUGOSC OKREGU:

Juz w czasach starozytnych zauwazono, ze stosunek dtugosci okrggu do dlugosci srednicy
jest dla wszystkich okregow ta sama liczbg. Liczbe te oznaczono jako .

dlugos¢ okregu

dlugos¢ srednicy

Liczba 7 nie jest wymierna, jej rozwini¢cie dziesi¢tne jest nieskonczone i nieokresowe:
m = 3,141592653589793238462643383279 ...

Poniewaz $rednica d jest dwukrotnie wigksza od promienia okrggu, wiec dtugos¢ okrggu o
promieniu r mozna obliczy¢ ze wzoru:

I = 21rr| — wzor na dtugosé okregu

Zas$ pole kota obliczymy za pomocg wzoru:

P = 'n'r2 — wzo6r na pole kota

17



Zad.27. Zapisz w jak najprostszej postaci.

a) 3-3z= C) 3r-4r =

b) 3z +4r= d) — =

Zad.28. Podaj dtugosci okregdéw o promieniach:
a) r=2 b) r=3

Zad.29. Podaj dtugosci okregdéw o Srednicach:
a) d=2 b) d =10

Zad.30. Podaj dtugosci promieni kot o obwodach:
a) [=4r b) l =8n

Zad.31. Podaj, jakie pola majg kota o promieniach:
a) r=2 b) r=3

18



Zad.32. Podaj, jakie pola majg kota o Srednicach:
a) d=2 b) d =12

Zad.33. Oblicz promienie két o polach:
a) P=16x b) P=1007

Zad.34. Oblicz pole kota o obwodzie:
a) [=16x b) I=10x

Zad.35. Oblicz obwdd kota o polu:
a) P=25x b) P=49r

19



Zad.36. Czy drutu o dtugosci 50 cm wystarczy na wykonanie obreczy w ksztatcie okregu
o promieniu 10 cm (w obliczeniach przyjmij, ze = = 3).

TROJKATY W OKREGACH:

Zad.37. Oblicz dtugosci odcinkéw oznaczonych literami.

a) b)

20



Zad.38. W okregu o srodku S narysowano cieciwe AB, ktora jest trzy razy krotsza od
Srednicy okregu. Konce cieciwy potgczono odcinkami z Srodkiem okregu. Oblicz
pole powstatego trojkgta ASB wiedzac, ze promien okregu ma dtugosc¢ 6 cm.

Zad.39. Punkt S jest srodkiem kota. Oblicz pole zacieniowanej na rysunku figury.

21



SKALA W GEOMETRII:
Skala informuje nas ile razy zmniejszyliSmy lub zwiekszyliSmy wymiary danej figury:
skala2:1  oznacza powigkszenie 2-krotne

skala1:2 oznacza pomniejszenie 2-krotne

skalal:1 oznacza rysunek naturalnej wielkos$ci

Uwaga !

Skala informuje nas, ile razy zwigkszamy lub zmniejszamy DEUGOSCI ODCINKOW
w figurze - chodzi o dlugos$ci bokow, wysokosci, przekatnych itp.

Skala NIE informuje nas, ile razy zwickszamy lub zmniejszamy POLE czy OBJETOSC
figury!

Zad.40. Prostokat o bokach dtugosci 3 cm i 4 cm narysowano w skali 2 : 1. Oblicz pole
narysowanego prostokata.

Zad.41. Kwadrat o polu 36 cm? narysowano w skali 1 : 2. Oblicz pole narysowane;j figury.
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