I. LICZBY i DZIALANIA

ZBIORY LICZBOWE:

liczby naturalne: to liczby catkowite dodatnie wraz z zerem np. 0,1,2,3,4,5

liczby calkowite: to liczby naturalne oraz ich ujemne odpowiedniki, a takze liczba zero
np. -3,-2,-1,0,1,2,3,4

liczby wymierne: mozna przedstawi¢ za pomocg utamka zwyktego

np. -3; ‘Zi; —g; 0; 2,7); 3,14

Kazda liczb¢ wymierng mozna przedstawi¢ za pomocg utamka
dziesigtnego skonczonego lub nieskonczonego okresowego np.

1=o125 = =0,16666...= 0,1(6)

Istniejg liczby, ktorych nie mozna przedstawi¢ za pomoca ilorazu dwoch liczb. Przykladem
takich liczb sg pierwiastki liczb catkowitych, ktore nie sg kwadratami,
np. V2, V3, V6 itd. Ich rozwiniecia dziesietne nie sa ani skonczone,
ani okresowe. Takie liczby nie sa wymierne.

Zauwaz:
utamki o rozwinigciu dziesietnym nieskonczonym okresowym sg wymierne
np.: 2,(64) = 2,64646464 ...

utamki o rozwinigciu dziesietnym nieskonczonym nieokresowym sg niewymierne
np.: V7 = 2,6457513 ...

liczby pierwsze: to liczby naturalne wigcksze od 1, posiadajace tylko dwa dzielniki (czyli
dzielg si¢ tylko przez 1 1 przez samg siebie), np. 2, 3, 5, 7, 11, ...

liczby zloZone: to liczby naturalne wigksze od 1, ktore majg wigcej niz dwa dzielniki,
np.4, 6, 8, 9, ..

Zauwaz:
liczba 0 oraz liczba 1 nie jest ani pierwsza, ani ztozona

liczby przeciwne: majg t¢ samg wartos¢, ale przeciwny znak (ich suma wynosi 0)
np. 21 —2

liczby odwrotne: zapisane za pomocg utamka zwyklego niewtasciwego maja zamieniony
wzgledem siebie licznik z mianownikiem (ich iloczyn jest roéwny 1)

2.3 1
np. i~ albo 315
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Zad.1. Okres$l do jakiego zbioru nalezg podane ponizej liczby.
(wpisz: naturalne ~, catkowite €, wymierne w, niewymierne N )

WYBRANE METODY ZLICZANIA ELEMENTOW ZBIOROW LICZBOWYCH:

Liczac z pomocg odejmowania ilos¢ kolejnych liczb catkowitych zastanowmy sie, czy
chcemy liczy¢ wiacznie z pierwsza 1 ostatnig liczba, czy nie.

Zad.2. Policz:
a) ile stron liczy rozdziat, ktéry zaczyna sie na stronie 13, a kohczy na stronie 37

b) ile jest liczb catkowitych pomiedzy liczbami 13 i 37

c) ile metréw trzeba sie wspinac, jesli ruszamy z wysokosci 13 m, a chcemy dojs¢ do
37m



SYSTEM RZYMSKI:

I=1 * jezeli po znaku rzymskim wystepuje znak oznaczajacy liczbe mniejsza
V=5 lub réwna, to liczby dodajemy, np. LX =50 + 10 = 60
X =10 - obok siebie nie moga wystepowaé dwa znaki V, L, D

é z ?(0) 0 * obok siebie moga wystepowacé maksymalnie trzy znaki I, X, C, M
D = 500 - jezeli po znaku rzymskim wystepuje znak oznaczajacy liczbe wigksza, to
M = 1000 od liczby wigkszej odejmujemy mniejsza, np. CM = 1000 — 100 = 900

IV=4 XL=40 CD=400 IX=9 XC=90 CM=900

Zad.3. Zapisz jakie to liczby:

a) CCLXI oo, B) MCMXIV oo,

CECHY PODZIELNOSCI LICZB:

Liczba naturalna jest podzielna przez:
2 — gdy jest liczbg parzysta, gdy jej ostatnig cyfrg jest: 0, 2, 4, 6, 8 (np. 374)
3 — gdy suma jej cyfr dzieli si¢ przez 3 (np. 483)
4 — gdy liczba utworzona z jej dwoch ostatnich cyfr dzieli si¢ przez 4 (np. 712)
5 — gdy jej ostatnig cyfrg jest 0 lub 5 (np. 105)
9 — gdy jej suma cyfr dzieli si¢ przez 9 (np. 234)
10 — gdy jej ostatnig cyfra jest 0 (np. 230)

WIELOKROTNOSCI i DZIELNIKI:

Kazda liczbe naturalng mozemy pomnozy¢ przez inng liczb¢ naturalng 1 taki iloczyn to
wielokrotno$¢, np. wielokrotnosci liczby 8 to: 0, 8, 16, 24, itd.

Kazda liczba naturalng, przez ktora dzieli si¢ bez reszty dana liczba to dzielnik danej liczby,
np. dzielniki liczby 8 to: 1, 2, 4, 8.




NWD to najwiekszy wspolny dzielnik dwoch lub wiecej liczb naturalnych
[korzystamy z niego np. przy skracaniu utamkow].

NWW to najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ dwoch lub wiecej liczb naturalnych
[korzystamy z niej np. przy wyznaczaniu wspolnego mianownika].

np.
NWD (12, 18)=6 6 to najwicgksza liczba, przez ktorg podzieli si¢ 121 18

to przez 6 skrocimy utamek %

NWW (12, 18) =36 36 to najmniejsza liczba, ktora podzieli si¢ przez 121 18

to 36 bedzie wspdlnym mianownikiem dla é 1 %

Obliczajac NWD i NWW mozemy postuzy¢ si¢ rozktadem na czynniki pierwsze.
Szukajac NWD (84, 126) i NWW (84, 126) wykonujemy:

rozktadamy liczby zaznaczamy obliczamy

na czynniki pierwsze powtarzajgce sie czynniki NWD i NWW
84 |2 1262
ol el3 34=@.2.®.® NWD (84, 126) =2-3-7=42
213 213 =(2)-3-(3)- NWW (84, 126) =2-126 =252
717 7|7 126-2-3-®- @ (84, 126)
1 1 lub =3.84=252

Zad.5. lle dzielnikdbw ma liczba 367

Zad.6. Wyznacz:

a) NWD (8,12) = ............ ¢) NWD (3, 7) = covenn.... e) NWW (7, 14) = ............

b) NWD (5, 10) = oo......... d) NWW (3,7) = weveee.... ) NWW (6, 8) = w.ooovee....

g) NWD (330, 420) = ...covoveeennn,

h) NWW (330, 420) = ..o,



Zad.7. Listewke o dtugosci 50 cm planowano pocig¢ na rowne czesci. lwona
zaproponowata podziat na kawatki po 5 cm i zaznaczyta na listewce czerwonym
kolorem linie ciecia. Agata chciata podzieli¢ te samg listewke na czesci po 2 cm i linie
ciecia zaznaczyta na zielono. lle razy linia czerwona pokrywata sie z linig zielong?

DZIELENIE Z RESZTA:

a:b=w resztar, jezeli a=b-w+r

Reszta jest zawsze mniejsza od dzielnika.

Zad.8. Wykonaj dzielenie z resztg i zrob sprawdzenie otrzymanego wyniku:

25:7 = bo

Zad.9. Znajdz liczby oznaczone literami

a) a:12=5 reszta 9 b) 163:b =5 reszta 13

ZAOKRAGLANIE LICZB:

Zaokraglanie liczb polega na:

> wskazaniu cyfry, wzgledem ktorej okreslane jest zaokraglenie,

> zastgpieniu zerami wszystkich cyfr na prawo od wskazane;j,

> zwigkszeniu wskazanej cyfry o jeden, jesli sgsiednia z prawej cyfra byta wigksza
lub réwna 5.

np. zaokraglimy dang liczbe

— do calosci (liczby catkowitej): 7,68 = 8 31,23 = 31
—do 0,01 (czegsci setnych): 0,6378 = 0,64 0,952 = 0,95
—do 100 (petnych setek): 181,457 = 200 5691 =~ 5700 31=0


https://pl.wikipedia.org/wiki/Cyfra

Zad.10. Zaokraglij dang liczbe do catosci:

a) 572 = b) 1,29 =

Zad.11. Zaokraglij dang liczbe do 0,01 (czesci setnych):

a) 0,5281 ~ b) 4,851 ~

Zad.12. Zaokraglij dang liczbe do petnych setek:
a) 273,387 = c) 51 =

b) 7483 ~ d 48~

DZIALANIA NA LICZBACH:

Dodawanie to SUMA, a dodajemy SKEADNIKI.

Mnozenie to ILOCZYN, a mnozymy CZYNNIKI.

Odejmowanie to ROZNICA, od ODJEMNEJ odejmujemy ODJEMNIK.
Dzielenie to ILORAZ, dzielimy DZIELNA przez DZIELNIK.

Druga potega liczby to KWADRAT tej liczby, a trzecia to SZESCIAN.

KOLEJNOSC WYKONYWANIA DZIALAN:

W pierwszej kolejnosci wykonujemy dziatania w nawiasach, a potem:
potegowanie i pierwiastkowanie
mnozenie i dzielenie
dodawanie 1 odejmowanie

W wyrazeniach, w ktorych wystepuje wytacznie dzielenie, badz dzielenie z mnozeniem,
dziatania wykonujemy w kolejno$ci wystepowania (od lewej do prawej). Podobnie z
odejmowaniem 1 odejmowaniem z dodawaniem.

np. 6: 2:-3=9 (aniel)

Zad.13. Oblicz:

a) 10—(-2)% = b) 12: 3-4 =



DZIALANIA NA ULAMKACH ZWYKLYCH:

Utamek wtasciwy ma licznik mniejszy od mianownika, np. % .

Utlamek niewtasciwy
: . . . . . ., . . 5 1
ma licznik wigkszy od mianownika, mozna go zamieni¢ na liczb¢ mieszana, np. 5= 2E

Aby doda¢ lub odja¢ utamki zwykle, nalezy sprowadzi¢ je do wspdlnego mianownika,
a nastgpnie wykonac¢ dziatania na licznikach, za§ mianownik pozostawi¢ bez zmian.

2.4 1.3 8 3 8+3 11

|
4 3.4 4.3 12 12 12 12

2
=+
3

Aby pomnozy¢ utamki zwykte, nalezy wcze$niej utamki mieszane zamieni¢ na niewlasciwe,
a nastepnie pomnozy¢ liczniki i mianowniki.

23_123_123_36_ 16 _ 4
54 5 4

2 =—=]—=
5-4 20 20 5
Aby podzieli¢ utamki zwykle, nalezy wczes$niej utamki mieszane zamieni¢ na niewlasciwe,
a nastepnie pomnozy¢ dzielng przez odwrotno$¢ dzielnika.

2,1.74_73_73_21_ 1

573 53 54 5.4 20 20

Uwaga: skraca¢ mozna tylko licznik z mianownikiem w tym samym utamku lub ,,na krzyz”
W mnozeniu.

DZIALANIA NA ULAMKACH DZIESIETNYCH:

Dodajac i odejmujac pisemnie utamki dziesigtne pamigtajmy, by przecinki byty jeden pod
drugim.

W mnozeniu sumujemy ilo$¢ miejsc po przecinku.

0,03-0,2 =0,006

W dzieleniu przesuwamy przecinki w dzielnej 1 dzielniku o tyle samo miejsc, by dzielnik
byt liczbg catkowita.

1,2:0,06 =120:6 =20

ROZWINIECIA DZIESIETNE LICZB:

Aby zamieni¢ utamek zwykty na dziesietny, nalezy rozszerzy¢ go do utamka o mianowniku
10, 100, 1000 itd. lub podzieli¢ licznik przez mianownik.
13 _13-5 65 13

—=—_—"=—"=0,65 lub —=13:20=0,65
20 20-5 100 20



Zad.14. Zapisz rozwiniecia dziesietne liczb:

1 3 7
a) —= C) l—= e) 5—-=
) 4 ) 25 ) 20
b) 22— d) 6= f 2o
5 50 8

ULAMEK LICZBY:

Aby obliczy¢ utamek pewnej wielkosci, mozna pomnozy¢ ten utamek przez te wielkos$¢.

%1iczby27 to %-27:18

Zad.15. Tomek miat 9 zt. Na stodycze wydat % tej kwoty. Czyli ile zt wydat?

Zad.16. Jola dostata na urodziny 450 zi, ale zaraz wydata % tej kwoty. lle zt jej zostato?

Zad.17. W butelce byto 1,5 litra soku. Jarek wypit g zawartosci butelki, a Ania % tego, co
zostato. lle litrow soku zostato na koncu w butelce?

Zad.18. Zmieszano 60 dag rodzynek w cenie 12 zt za kilogram, 70 dag pestek dyni w cenie
18 zt za kilogram oraz 20 dag orzechdw w cenie 24 zt za kilogram. lle kosztuje
kilogram tej mieszanki?



POROWNYWANIE ULAMKOW:

Utamki zwykte mozemy fatwo porownac, jesli maja wspolny licznik lub wspolny
mianownik.

Gdy utamki majg jednakowe mianowniki, wickszym bedzie ten, ktory ma wiekszy licznik:
5.3
777

Gdy utamki maja jednakowe liczniki, wigkszym bedzie ten, ktory ma mniejszy mianownik:

5 5

7 9

Utamki dziesi¢tne tatwo pordéwnaé, jesli maja identyczng liczbe miejsc po przecinku.
Mozemy doprowadzi¢ do tego dopisujgc odpowiednig liczbe zer na koncu utamka (po
przecinku).

Utamki zwykte porownamy z dziesigtnymi zapisujac ich rozwinigcia dziesigtne.

Zad.19. Poréwnaj liczby. W miejsce kropek wstaw odpowiedni znak: [>], [<], [=].

4 5
a) 3; ....... 2- C) = .oon.. = e) = s

[
o
N
w

g d) 035 ....... 0,7 fyr = 0,(3)

OS LICZBOWA:

Os liczbowa podzielona jest na odcinki rownej dtugosci. Kazdemu punktowi na osi
liczbowej przyporzadkowana jest liczba, zwana jego wspdirzedna.

I I ] | ! | | 1 | 1 ] ! ] | ]
1 T T I T T 1 T T

-3 0 1 3

Znajac wspotrzedne dwoch punktow i ilos¢ odcinkéw je dzielacych mozemy okresli¢
podziatke danej osi, czyli o ile zwigksza si¢ liczba na osi co jeden odcinek.

Aby obliczy¢ odlegtos$¢ miedzy danymi punktami na osi liczbowej, nalezy odja¢ mniejsza
wspotrzedng od wigkszej, niezaleznie od tego, czy wspotrzedne sg dodatnie czy ujemne.
np.

odleglo$¢ miedzy wspotrzedng —3 i 1 obliczymy wykonujac odejmowanie: 1 — (—3) = 4



Zad.20. Oblicz odlegtosci na osi liczbowej miedzy wspotrzednymi:

a)8%i3 b) =7 i 6 c) =5 i —9

Zad.21. Okresl podziatke i odczytaj, jakie liczby zaznaczono na osi liczbowej.

NIEROWNOSCI NA OSI LICZBOWEJ:

Na osi liczbowej mozemy zaznaczy¢ liczby spetniajagce warunki okreslone nieréwnosciami
W nastepujacy sposob:

Liczby wigksze od 3,5 to te, Liczby wigksze od -2 lub rowne -2

ktore spetniaja nierownosc: to te, ktore spelniaja nierownosc:
x=35 xz=-2

0o 35 -2 0 1

Liczby mniejsze od —1 to te, Liczby mniejsze od 5 lub réwne 5

ktére spelniaja nieréwnosé: to te, ktore spelniaja nierownoSsc:
x <=1 X5

a1 0 0 5

10



Zad.22. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajgcych podany warunek:

a) x <3
L L L L] L] L] L] h‘
0 6
1
by x = —=
2
L L L L] L] L] L] h‘
0 1
c) x <10
L L L L] L] L] L] h‘
0 5
d) x > —2
L L L L] L] L] L] h‘
0 2

11



POTEGI:

Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n—ta potege jako:
=a-a-..-a

n razy

(a to podstawa potegi, n to wyktadnik potegi) a

a®=1 dlaa#0 np.5°=1

al=a np. 51 =5

Prawa dzialan na potegach:

7 7 7
a® - am = an+m np. 515 55 — 520 , (3) (2)5 (3 2)
n 5
Co@ w e eren
am _onem 515 10 b b 4 4
am @ P55 = > n n . pn 2 2 .2 2
(a-b)"=a™-b"™ np. 3x)* =3%-x*=9x
(an)m — an -m np (52)5 — 510 (E)n _ ﬁ 2 2 _ 22 4
) T bn 1p. (5) T 32 o
Pamictaj:
(a-b)"=a™-b" ale (a+b)"+#a™+b"
Zad.23. Oblicz:
2
a) 72= b) 50 = c) (1 i) =
Zad.24. Oblicz:
2 3 22
a) 3= d) 2= 9 -3 =
2 3 2)?
b) (-3)*= e) (—2)3 = h) — (5) _
) 3 ) 2\ 2
c) -3 = fy —-2°= i) (— g) =
Zad.25. Oblicz:
a) —22+3%°= b) 20 +22+42% =

12



Zad.26. Przedstaw ponizsze wyrazenia w postaci jednej potegi:

7
(0,22) ":0,2%
3.52)4, (52)3 = A ) e
a) (57-5%%(59) b) 0.26.0.2

Zad.27. Oblicz (sprowadz potegi do wspdlnej podstawy):

26 . 85
4

Zad.28. Zapisz w postaci jednej potegi:

a) potowe 250 b) trzecig cze$é¢ 3°°

Zad.29. Podnies do potegi podane iloczyny i ilorazy:

a) (-2x)°= b) (— 3—x)2 =

Zad.30. Zapisz w postaci jednej potegi i oblicz:

a) 25.55 = by & -

Zad.31. Oblicz (sprowadz potegi do kilku wspdlnych podstaw):

313 . 511
1510

Zad.32. Podane wyrazenie zapisz w postaci odpowiedniej potegi 2 lub 3:

a) 2°+2° = b) 36+ 36436 =

13



Zad.33. W miejsce kropek wstaw odpowiedni znak nieréwnosci: lub [<].
2 12 2 11 1 12 1 11
a) 212 ... 21 C) (E) ..... (E) e) _(E) ..... _(E)

3 11
) d) —312 .. —311 f) (=02)12 ... (=0,2) 1

NOTACJA WYKEADNICZA:

Notacji wyktadniczej uzywamy do skrocenia zapisu wielocyfrowych liczb lub liczb o wielu
miejscach po przecinku. W tym celu uzywamy potegi liczby 10. Liczba zapisana w notacji
wyktadniczej, to iloczyn dwdch czynnikow, gdzie pierwszy czynnik jest liczbg z zakresu od
1 do 10, a drugi potega liczby 10:

a-10" gdzie: 1 <a < 10, za§ n - jest liczbg calkowitg np. 1,23 - 10720
Dla bardzo duzych liczb Dla bardzo matych liczb
uzywamy potegi 10 o wyktadniku dodatnim uzywamy potegi 10 o wyktadniku ujemnym
10"=10... 0 107 =0,0... 01
~————— | ——
n zer n miejsc po przecinku
Zad.34.

). Przedstaw podang liczbe w postaci notacji wyktadniczej:

a) 30000000 = c) 0,000002 =

b) 125000000 = d) 0,000000782 =

II). Zapisz liczbe bez uzycia notacji wyktadniczej:

a) 417-10° = b) 1,63-107*=

Zad.35. W miejsce kropek wstaw odpowiedni znak nieréwnosci: lub [<].

a) 3,1-107° ...... 2,7-1075 b)3,1-1075 ...... 2,7-107% ¢) 0,02 ...... 2,1-1072

14



PIERWIASTKI:

Pierwiastkiem drugiego stopnia z nieujemnej liczby a jest nieujemna liczba b, ktorej druga
potega jest rowna a:

vVa =b jesli b>=a, np. V9 =3, bo3%2=09.

Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby a jest liczba b, ktorej trzecia potega jest rowna a:
Ya =b jesli b>=a, np. Y8 =2, bo23=8.

Prawa dziatan na pierwiastkach:

Va-vb=va-b np.VZ-v3=+vZ-3=16 (Va)*=a np. (V2022)" = 2022

Va-Vb=Va-b (Va)*=a np. (¥2023)° = 2023
6 ) 3 6
ﬁz\ﬁ np.ﬁﬂﬁa/i (Va)"=a®® np. (¥2) =22=4
Vb b NERRE
Na _ Ja
3\/3 b Pamigtaj:
Va-b=+va-vb np.v4-9=2-3=6
Va+b#va++Vb np.Vv4+9=+13
Zad.36. Oblicz:
36 8
a) V9= c) \/g_ e) 55 =
b) V1= d) 64 = f) V-125=
Zad.37. Oblicz:
a) /1£= b) 3 3+§=
144 8
Zad.38. Oblicz:
a) VI00++VI= c) V64— 364 =
b)  V8I-—+25= d) V4++16 =

15



Zad.39. Oblicz:

a) (v/5) g

) (¥2)°=

o (¥3)°=
Zad.40. Oblicz:

a) V3+V3=
Zad.41. Oblicz:

a) V2-V3=
b)  3V5-4V7 =

Zad.42. Wylgcz czynnik przed znak pierwiastka:

a) Vi2 =
b)  V20=
c) V32 =

Zad.43. Wylgcz czynnik przed znak pierwiastka:

V1260 =

16

d)

e)

f)

b)

d)

(v7)° =
(248)” =

(3v2)° =

6V2 —2 =



Zad.44. Doprowadz do najprostszej postaci:

V5 ++/20 =

Zad.45. Witgcz czynnik pod znak pierwiastka:

a) 4V3= b) 5vV2 =

Zad.46. Ktéra liczba jest wieksza: 4+/3 czy 5v2 ?

Zad.47. Okre$l, miedzy ktérymi liczbami naturalnymi na osi liczbowej znajduje sie podany
pierwiastek:

a) ..<V5<.. b) L.<V32 <.

Zad.48. Znajdz najwiekszg liczbe catkowitag mniejszg od V17 + 4 oraz najmniejszg liczbe
catkowitg wiekszg od V17 + 4.

17



Zad.*49. Usun niewymiernos¢ z mianownika:

)
L

18
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